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СИСТЕМА ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З МАЛИМ 
ПАРАМЕТРОМ ПРИ ЧАСТИНІ ПОХІДНИХ З ВІДХИЛЕННЯМ 
АРГУМЕНТУ 
І.Г. Ключник  
Одержані умови, при яких розв’язками системи диференціальних рівнянь з 
малим параметром при частині похідних з лінійним відхиленням аргументу і 
точкою звороту є розв’язки системи диференціальних рівнянь. 
The obtained conditions under which solutions of the system of differential equations 
with small parameter on the part of derived from the linear deviation of the argument and 
with turning point is the solution of differential equations. 
Основними методами побудови асимптотичних розв’язків сингулярно 
збурених лінійних диференціальних рівнянь з точкою звороту в яких 
використовуються функції Ейрі є методи Р. Лангера [1, 2], В. Вазова [3, 4], 
А.А. Дородніцина [5], Цваана-Федорюка [6], регуляризації [7], зшивання і 
узгодження асимптотик [8-10]. За допомогою функцій сплеска в [11] 
побудовано асимптотичний розв’язок сингулярно збуреного 
диференціального рівняння другого порядку з точкою звороту, а в [12] 
розроблений асимптотичний метод інтегрування системи диференціальних 
рівнянь з повільно змінними коефіцієнтами з точкою звороту в 
елементарних функціях. 
Вперше в [13] розглянута лінійна система диференціальних рівнянь з 
малим параметром при частині похідних з точкою звороту, для якої 
запропоновано асимптотичний метод інтегрування. А в [14] для 
розглядуваної системи доведено існування і нескінченну 
диференційованість матричних функцій, які мають асимптотичні 
розвинення формальних рядів одержаних запропонованим асимптотичним 
методом. 
Вперше розглядається система диференціальних рівнянь з малим 
параметром при похідній з лінійним відхиленням аргументу з точкою 
звороту. Для такої системи одержані умови при яких розв’язками 
розглядуваної системи з відхиленням аргументу є розв’язки системи 
диференціальних рівнянь з малим параметром при похідній, в якій одна із 









, а інші матриці мають асимптотичні 
розвинення на компакті 0   з коефіцієнтами голоморфними при 0xx  . 
 
Розглянемо систему диференціальних рівнянь з відхиленням аргументу 
вигляду : 
                 ,1),1(,, 22421322111  xyxAxyxAxyxAxyxAy , (1) 
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            ,, 122102 xyxBxyxBxBy  
             ,1,1 2254213  xyxBxBxyxB , 
де pRy 1 , 
2
2 Ry  ;  xAi ,  xB j , 4,1i , 5,0j  – голоморфні матриці за 
дійсною змінною x  при 0xx  ;   – малий дійсний параметр;   – дійсна 
додатна стала. 
Припустимо виконання умов: 
1) визначник матриці   0det 220 xC  при 0x , де матриця  xC220  
визначається рівністю      xBxBxC 40220  ; 









3)    0|det 0220 xxCdx
d . 
Вірною є теорема. 
Теорема. Нехай матриці  xAi ,  xB j , 4,1i , 5,0j  голоморфні матриці 
в області 0xx  , Rx , і можна вказати 0  таке, що виконуються 
нерівності 
  ii xA 0 ,   jj xB 0 , 4,1i , 5,0j ,      (2) 
      11053060 021050   xex  ,      (3) 
а також справедливі умови 1-3. Тоді при 0xx  , 0  , Rx  кожен 
розв’язок системи звичайних диференціальних рівнянь з малим параметром 
при частині похідних вигляду 
        ,,,, 2121111 xyxCxyxCy  ,     (4) 
        ,,,, 2221212 xyxCxyxCy   
є розв’язком системи диференціальних рівнянь із малим параметром при 
частині похідних з відхиленням аргументу (1). Знайдуться матриці  ,xCml , 
2,1, lm , такі, що мають місце розвинення 
          ,..., 1,110 xCxCxCxCxC kmlkmlkkmlmlml  .  (5) 
Матриці  xCmli ,  ,1, xC kml  , ki ,0 , 2,1, lm  голоморфні при 0xx   і матриці 
 ,1, xC kml   мають неперервну похідну за змінною   при 0xx  , 0  . 






n xC , 2,1, lm  є рівномірним при 0xx   асимптотичним 
розвиненням при 0  і 0   відповідної матриці  ,xCml , 2,1, lm  і 
мають місце нерівності 










ml MxCxC  , 0xx  , 0  , 2,1, lm .   (6) 
Доведення. Систему (1) перепишемо у вигляді  
                 ,1, 21010  xyxGxGxyxFxFyK ,   (7) 
де 2 pRy  і має вигляд 
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 ,  




























































pI  – одинична матриця p го порядку. 
При 0xx   і 0  матриця 











xCKx , яка визначається рівністю 


















































   (8) 
є матрицантом системи диференціальних рівнянь 
      ,, xyxCyK  ,       (9) 
де блочні матриці  ,xC ,  1K  мають вигляд 
     ,, xCxC ml ,    21 , IIK p  , 2,1, lm , 
причому матриця  ,xC  визначена при 0xx   і 0 . Зауважимо, що ряд (8) 
збігається рівномірно по x  і   при 0xx   і 0 . 
Загальний розв’язок рівняння (9) при 0xx   і 0  визначається за 
формулою 













 ,     (10) 
де 20
 pRy  і не залежить від x . 
Функція (10) буде задовольняти рівнянню (7) при 0xx   і 0 , коли 
виконується рівність: 













































  .   (11) 
З (11) при 0xx   і 0  отримаємо рівність 


























xC xx  













xGxG x .    (12) 
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xCKx  випливає, що рівність (12) при 
0xx   і 0  виконується лише тоді, коли  












xGxGxFxFxC x .  (13) 
Таким чином, якщо всі розв’язки системи рівнянь (9) при 0xx   і 0  
є розв’язками системи рівнянь (7), то на вказаній множині матриця  ,xC  
задовольняє рівнянню (13). 
Очевидне і зворотне. Якщо матриця  ,xC  неперервна, при 0xx   і 
0  задовольняє (13), то вектор-функція (10) є розв’язком системи рівнянь 
(7) при 0xx   і 0 . 
За допомогою заміни змінних в рівнянні (13) за формулою 
             ,, 1010 xZxGxGxFxFxC     (14) 
одержимо рівняння: 



















xZxGxG xx . (15) 
Згідно рівняння (15) виберемо  ,xZ  наступним чином: 









  ,, 1010
11 2 xZxGxGxFxF
K
xZ xx .  (16) 
Визначимо оператор 





   







xSZ xx   (17) 
у просторі  0, JmC  матриць  ,xZ  заданих і неперервних за двома змінними 
x  і   на множині   000 ,|,   xxxJ  












де   – додатне число таке, що 0  . 
Використовуючи вигляд блочних матриць  xFi ,  xGi , 1,0i  знайдемо 
норму таких матриць 
  500 xF ,   2101  xF ,   600 xG ,   5301  xG   (18) 
де 
 0215 ,max   ,  4436 ,max   . 
Матриця  ,xSZ  неперервна на множині 0J . Згідно нерівностей (2), (3), 
(18) вірною є оцінка 
 
























      0530621050 xme   . 
Тоді, якщо виконується нерівність  
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      me xm  0530621050  ,       (19) 
то оператор S  переводить простір  0, JmC  у себе. 
Оцінимо різницю     ,, 21 xSZxSZ   для матриць    0,, JmCxZi  , 2,1i . 
Позначимо 









 , 2,1i  і розглянемо 
різницю 
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0530621055306 ZZxm   ; 

















































 1530621055306  
 

































    005306021  xZZ  
















  . 
Тому при   0, Jx   одержимо 









   . 
При виконанні нерівності 
         10053062105005306    xmex ,    (20) 
оператор S  є оператором стику у просторі  0, JmC . 
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Якщо виконуються нерівності (2), (3) то для m , що задовольняють 
оцінки 






справедлива нерівність (20). Рівність 
      me xm  0530621050   
має два розв’язки 1m  і 2m  такі, що 
      20530601053060 1 mxmx   . 
Звідси випливає, що для 






mm     (21) 
будуть виконуватися одночасно обидві нерівності (19), (20). 
Отже, при виконанні нерівностей (2), (3), для значень m , що 
задовольняють оцінки (21) оператор S  заданий рівністю (17) відображає 
 0, JmC  у себе і є оператором стику. 
Таким чином, у просторі  0, JmC  оператор S  має єдину нерухому 
точку, яка і є єдиним розв’язком рівняння (16). А отже рівняння (13) має 
єдиний неперервний розв’язок на множині 0J . В силу довільності числа   
рівняння (13) має єдиний неперервний розв’язок для 0xx   і 0 . 
Згідно нерівностей (2) при 0xx   і 0  маємо оцінку норми 















    (22) 
Перейшовши в (22) до границі при 0 , а також з вигляду матриці  ,xZ  і 
оцінки на множині 0J  для норми  ,xZ , які задані відповідно формулами 
(16), (22) маємо, що  






, 0xx  , 
де I  – одинична матриця відповідного порядку. 
Довизначимо матрицю  ,xZ  при 0xx   в точці 0  до неперервної за 
змінними x  і   на множині   00 ,|,   xxxJ , 
поклавши 
  IxZ 0, . 
Тоді перейшовши до границі в (14) знайдемо, що 






, 0xx  . 
Тепер довизначимо  ,xC  при 0xx   і 0  до неперервної за змінними x  і 
  на множині J , поклавши 
       xGxFxCxC 0000,  . 
Користуючись (8) і записавши при 0  явний вигляд матрицанта 
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 ,101011 2 xZxGxGxFxFKx
x    (23) 
приведемо його до іншого вигляду. Для цього у першому інтегралі, який 































            (24) 
Припустимо виконання наступної рівності для n - кратного інтегралу 
             
 














   




































0 ...,)( KxZxGxGxFxF  




0( nnnn xGxGxFxF 

 
   dddxZ nn 1112 ...),  ,      (25) 





sx .      (26) 
Тоді  1n - інтеграл вигляду (25) прийме вигляд 
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 .    
 (27) 






і скориставшись (25), (26) отримаємо, що  1n  інтеграл 1nT  можна записати 
у вигляді  

































   dddxZ nnn ..., 12  .        
 (28) 
Із співвідношень (24), (25), (28) і методу математичної індукції випливає 
справедливість (25) для Nn . 
Із (25) і вигляду матрицантів (23) і (8) отримаємо, що на множині 0xx   і 
0  виконується рівність 














        )).,2212021   xZxGxGxF    (29) 
Нерівність матриць  xAi ,  xB j ,  ,xZ , 4,1i , 5,0j  на множині J  і рівність 
(29) дають можливість матрицант правої частини (29) довизначити в точці 
0 , 0xx  , поклавши його рівному одиничній матриці. Тоді враховуючи 
довизначеність  ,xZ  при 0  і рівність (16) одержимо, що на множині J  
виконується рівність 
         212010 ((, xFxFKxZ x  
     )),)( 22120   xZxGxG .   (30) 
Позначимо через  ZxF ,,  матрицю вигляду 
           212010 ((,,, xFxFKxZZxF x  
     )),)( 22120   xZxGxG ,    (31) 
яка визначена на множині J . 
Згідно (30), (31) неперервна на множині J  матриця  ,xZ  задовольняє 
рівняння  
  0,, ZxF        (32) 
Із (30) знайдемо частину похідну матриці  ZxF ,,  за змінною Z  вигляду 
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         112121120121 ,)(  ddxZxGxGxF  

















2 )(), OddxGxGKxZ ,  (33) 
де   3O  – величина порядку малості  3 . 
Оцінивши норми елементів членів ряду (33), отримаємо мажоранту для 
ряду (33), сума якого має вигляд 
       mxex 5306210500053060 )(1   , 
що доводить рівномірну збіжність ряду (33) на множині J . 
Використовуючи явний вигляд матриці  ZxF ,, , яка задана рівністю (31) 
знайдемо частинну похідну  ZxF ,,  за змінною   вигляду 





























2 )(((   



































01 )( ddxZxGxGxFxFK  











01 (   






















          ...)),,~,,~() 11211
0
1
2   

ddxZxGxFKxZ ,  (34) 
де  
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З вигляду матриці  1K  отримаємо оцінки норм наступних матриць: 
   1,2max1  K ,       1,max1K .    (35) 
В результаті оцінки членів ряду (34), з врахуванням (35), отримаємо 
мажоранту для ряду (34) вигляду 
      ))~~()(( 0530621057 mGFm   



















mx  , 
де  1,2max 07   , 


















З (33) і малості   випливає, що при   Jx ,  визначник   0,,det  ZxFZ  . Тоді 
зі збіжності рядів (33), (34) і (32) випливає існування неперервної похідної 
  ,xZ   за змінною   матриці  ,xZ  на множині J . Отже, з рівності (14) 
випливає існування неперервної частинної похідної   ,xC  за змінною   
матриці  ,xC . 
Розглянемо при 0xx   і 0  різницю 









 .     (36) 
Враховуючи, що  ,xC  диференційована за змінною   на множинні J  і 
   xCxC 00,  , перетворимо різницю матриць 
        dxCxCxC ,,
1
0
0   ,   Jx , .  (37) 
Підставляючи (37) в (36) при 0xx   і 0  вигляд матриці 
      dxCxC ,,
1
0
1   .     (38) 
Довизначимо  ,1 xC  при 0 . Для цього використовуються неперервність 
за змінною   похідної   ,xC  при 0   і враховуючи граничний перехід 
від інтеграла залежного від параметру, і з рівності (38) отримаємо 













.  (39) 
З рівностей (38), (39) випливає, що для   Jx ,  матриця  ,1 xC  має вигляд 
(38). 
З (36)-(39) випливає можливість представлення при   Jx ,  матриці  ,xC  
у вигляді 
      ,, 10 xCxCxC  ,     (40) 
де матриця  ,1 xC  задається рівністю (38). 
При виводі вигляду (12) для матриці  ,xC  при 0 , розв’язок 
диференціального рівняння (9) брався при 0 , тобто саме рівняння (9) 
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розглядається при 0xx   і 0 . В силу того, що матриця  ,xC  довизначена 
при 0  і праві частини диференціального рівняння (7) і диференціального 
рівняння (9) співпадають при 0 , то можна вважати, що всі розв’язки 
диференціального рівняння (9) при   Jx ,  є розв’язками диференціально-
функціонального рівняння (7) при   Jx , . 
Дослідимо питання про голоморфність за змінною x  матриці  ,xC , 
яка задана рівностями (14), (16). З голоморфності матриць  xAi ,  xB j , 
4,0i , 5,0j  випливає голоморфність матриць  xFs ,  xGs , 1,0s , а значить 
матриці  xFs ,  xGs  є нескінченно – диференційовними. Тоді згідно [15] 
матриця  ,xZ , яка задана неявною рівністю (16) є нескінченно-
диференційовна за змінною x . Згідно [3] матрицю  ,xZ  можна розвинути 
в формальний степеневий ряд за змінною x . Відомо, що із неперервності за 
змінною x  матриці 
              ,10101 xZxGxGxFxFxK   
випливає, що матрицант цієї матриці розвивається в збіжний 
функціональний ряд . тоді користуючись (16) одержимо, що формальний 
степеневий ряд за змінною x  матриці  ,xZ  є збіжним. А тому, згідно (14), 
матриці  ,xZ ,  ,xC  є голоморфними за змінною x  при   Jx , . 
Аналогічно до одержаної рівності (40) можна показати існування 
неперервної за змінною   матриці  ,1 xZ  на множині J  вигляду 
      dxZxZ  
1
0
1 ,,  такої, що справедлива рівність 
    ,, 1 xZIxZ  .    (41) 
Врахувавши (41) введемо позначення 
         212011 (,, xFxFKZM  
     )),)(( 212120   xZIxGxG .   (42) 
Підставивши (8) в (30) і врахувавши (42) отримаємо рівняння відносно 
 ,1 xZ  у вигляді 




011 ,,,,,   .   (43) 
Тоді матриця  11 ,, ZxF   вигляду 





   (44) 
визначена на множині J . Згідно (43), (44), неперервна на множині J  
матриця  ,1 xZ  задовольняє рівняння   0,, 11 ZxF  . 
Підставляючи вигляд матрицанта із (8) в (44) одержимо розвинення матриці 
 11 ,, ZxF   в рівномірно збіжний функціональний ряд. Причому ряди, які 
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складаються з частинної похідної за змінними 1Z  і   елементів одержаного 
ряду мажоруються відповідно рядами 



















         15306530621050 ~~ mmGFmx   



























З розвинення матриці    111 ,, ZZxF
  в рівномірно збіжний функціональний 
ряд випливає, що    111 ,, ZZxF
  можна зобразити у вигляді 
     OIZxF Z  111 ,, .     (45) 
В силу малості   і з (45) отримаємо, що визначник    0,,det 111 

ZZxF   існує 
неперервна на множині J  частинна похідна    ,1 xZ . А отже на множині J  
матрицю  ,1 xZ  можна представити у вигляді  
      ,0,, 211 xZxZxZ  ,     (46) 
де 
       dxZxZ  
1
0
12 ,, ,       xGxFxxZ 001 0,  . 
Припустимо, що матрицю  ,1 xZk , яка визначається з рівняння 



















      dddZM kkkk 12120 ...,,2  
      0
1


























можна представити у вигляді 
      ,0,, 11 xZxZxZ kkk   ,      (48) 
де 
       dxZxZ kk   
1
0
1 ,, , 
             )((,, 212021201  xGxGxFxFKZM k  
      ),0,...0, 221121    xZxZxZI kkkk . 
Підставивши (48) в (47) одержимо рівняння відносно матриці  ,xZk  
вигляду 
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 .   (49) 
Використовуючи (47) знаходимо  0,1 xZk  і спрощуємо наступний вираз 
















       



































kk .  (50) 
Підставивши (50) в (49) одержимо рівняння відносно матриці  ,xZk  
вигляду  




























122 |)...,,   

  ddddZM kkk .    (51) 
Позначимо через  kk ZxF ,,  матрицю вигляду 










































ddddZM kkk .    (52) 
Підставляючи вигляд матрицанту із (8) в (52) одержимо розвинення матриці 
 kk ZxF ,,  в рівномірно збіжний функціональний ряд. Причому ряди, які 
складаються з частинної похідної за змінними kZ  і   елементів одержаного 
ряду мажоруються відповідно рядами 
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mx kkk  
       )~~ 53065306 kmmGFm   

















        ))~~())( 53060075306 kmmGFnkknm   , 
де 
 












  . 
З розвинення матриці    
kZkk
ZxF ,,  в рівномірно збіжний функціональний 
ряд випливає, що    
kZkk
ZxF ,,  можна зобразити у вигляді 
     OIZxF
kZkk
,, .     (53) 
В силу малості   і з (53) отримаємо, що визначник    0,,det 
kZkk
ZxF   і існує 
неперервна на множині J  частинна похідна    ,xZk . А отже на множині J  
матрицю  ,xZk  можна представити у вигляді  
      ,0,, 1 xZxZxZ kkk  ,     (54) 
де  ,1 xZk  визначається за формулою 
       dxZxZ kk  
1
0
1 ,, . 
Згідно математичної індукції випливає справедливість (54) для довільного 
Nk  , причому матриці  ,xZ i , 1,1  ki  є голоморфними при 0xx   і мають 
неперервну похідну за змінною   на множині J . Із (54), (48), (46) 
одержимо, що на множині J  матрицю  ,xZ  можна представити у вигляді 
        ,0,...0,, 111 xZxZxZIxZ kkkk  .   (55) 
Підставляючи (55) в (14) одержимо, що матрицю  ,xC  можна представити 
у вигляді  
          ,..., 1110 xCxCxCxCxC kkkk  ,   (56) 
де  xC1 ,  xCi ,  ,1 xCk , ki ,2  визначаються за формулами 
         0,10111 xZxGxGxFxC  ,          0,0, 110 xZxGxZxGxC iii  , 
         0,,, 1101 xZxGxZxGxC kkk    . 
З явного вигляду матриць  xCi ,  ,1 xCk  випливає, що матриці  xCi , 
 ,1 xCk , ki ,1  є голоморфними при 0xx   і матриця  ,1 xCk  має 
неперервну похідну за змінною   при   Jx , . 
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Враховуючи [3] і обмеженість матриці  ,1 xCk  при   Jx ,  випливає із 




s xC  є рівномірно при 0xx   асимптотичним 
розвиненням при 0  і 0   матриці  ,xC  і має місце нерівність 





















Підставляючи явний вигляд матриці  K  і вигляд блочної матриці 
     ,, xCxC ml , 2,1, lm  в диференціальне рівняння (9) має вигляд (4) і 
мають місце (5), (6). 
Таким чином, для системи диференціальних рівнянь з малим 
параметром при частині похідних з лінійним відхиленням аргументу і 
точкою звороту, одержані умови, при яких її розв’язками є розв’язки 
системи диференціальних рівнянь з малим параметром при частині 
похідних. Причому матриці системи диференціальних рівнянь мають 
асимптотичні розвинення при 0   з коефіцієнтами голоморфними при 
0xx  . 
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